ENS Lyon 1990 (option mathématiques) 
Première composition de mathématiques 


Dans tout le problème, on désigne par V un espace vectoriel sur le corps commutatif K 
(qui sera toujours R ou C), de dimension finien. Une partie 7 de l'ensemble Z(V) des 
endomorphismes de V sera dite trigonalisable s’il existe une base de V dans laquelle la matrice de 
tout élément de est triangulaire supérieure. On rappelle qu’un sous-espace W de V est dit stable 
par # si, pour tout u,e#, W est stable par u ie. u(x)e W pour tout xe W. 
Le thème général du problème est la recherche de vecteurs propres communs aux éléments d’une 
partie # de .Z(V) possédant des propriétés convenables, avec, comme principale application, l'obtention 
de conditions suffisantes de trigonalisabilité. 


“Partie L 


Dans les cinq premières questions de cette partie, K = C. 


1° Montrer que, pour qu’une partie Æ de Z(V) soit trigonalisable, il est nécessaire que les 
éléments de 7 aient un vecteur propre commun. 

On suppose, dans toute la suite de cette partie, que Æ est un sous-ensemble de P(N) tel que, 
quels que soient ueF et veÆ, on ait uov=vou. On se propose de prouver que Æ est 
trigonalisable. 


2° Soit ue F, À une valeur propre de u et V,(A) le sous-espace propre correspondant. Montrer 
que V,(X) est stable par 7. 


3° Montrer que les éléments de 7 ont un vecteur propre commun. 
4 Montrer que 7 est trigonalisable. 


5° On suppose, de plus, que tout élément de 7 est diagonalisable. Peut-on trouver une base de 
V dans laquelle la matrice de tout élément de 7 est diagonale ? 


6° Reprendre le problème posé à la question 5°, en remplaçant € par R. 


PARTIE II. 


Dans toute cette partie, K= C. 

Etant donné ue (V) et ve Z(V), on pose [u, v] = uov — vou. On dit qu’un sous-ensemble 7 
de (V) est une algèbre de Lie (d’endomorphismes de V) si les conditions suivantes sont remplies : 

() 7 est un sous-espace vectoriel de Z(V) ; 

(Gi) quels que soit ue F etre, [u,vleF. 

On appelle dimension d’une algèbre de Lie 7, et on note dim (7), sa dimension en tant qu’espace 
vectoriel sur K. 

Etant donné une algèbre de Lie 7, on appelle idéal de Z dans tout sous-espace vectoriel .S de 
ÆF tel que [u, v]e.F quels que soient ue F et veS. - 


1° Soit 7 une algèbre de Lie de dimension 2, telle qu’il existe u,eZ et eZ vérifiant 
[wo, vo] À 0; soit d’autre part 7” une seconde algèbre de Lie de dimension 2, possédant la même 
propriété. Démontrer qu’il existe un isomorphisme (d'espaces vectoriels) @ de 7 sur 7” tel que 
p([u, v]) = [o(u), p(v)] quels que soient ue F etre. 

Soit # une algèbre de Lie et .# un idéal de 7. Étant donné une forme linéaire | sur S, on 
désigne par W le sous-espace de V formé des vecteurs x tels que v(x) = [(v)x pour tout ve.f. Le 
but des questions 2° à 5° est de montrer que W est stable par 7. 


Soit ue F, et soit x un élément non nul de W; on définit par récurrence une suite (x;) en 
posant x, = x et x, = u(x,_;) pour tout entier k > 1. 


2° Démontrer que, pour tout keN et tout vef, v(x,) — I(v)x; appartient au sous-espace 
Chgendré par Lx Xi a Xe 4 


3° Soit U le sous-espace de V engendré par les vecteurs x,, où k décrit N. Montrer que U est 
stable par S LU {u}. 


4° Établir une relation entre I([u, v]) et la trace (ie. la somme des valeurs propres) de la 
restriction à U de l’endomorphisme [u, v]. 


5° Montrer que W est stable par 7. 
On dit qu’une algèbre de Lie 7 est résoluble s’il existe une suite croissante 


O=FcF, ec... cF,-F 


de sous-espaces de Æ tels que, pour tout entier k vérifiant 1 < k < p, on ait [u,v]eF, , quels que 
soient ueF,etveF, 


6° Montrer que toute algèbre de Lie de dimension < 2 est résoluble. 
Le but des questions suivantes est de prouver le «théorème de Lie», qui affirme que toute 


algèbre de Lie résoluble est trigonalisable. Soit donc 7 une algèbre de Lie résoluble. 


7° Soit d = dim(Z7). Montrer qu’il existe un idéal .# de Æ, de dimension d — 1. Montrer que 
.f est aussi une algèbre de Lie résoluble. 


8° Montrer que les éléments de # ont un vecteur propre commun. 
9 Montrer que Æ est trigonalisable. 
10° Montrer que, réciproquement, toute algèbre de Lie trigonalisable est résoluble. 


11° Montrer que le résultat de I. 4° est un corollaire du théorème de Lie. 


PARTIE HILL. 


Dans cette partie, le corps de base K est indifféremment R ou C. 
Pour tout ue Z(V), on notera ad, l'élément de Z(Z(V)) défini par ad,(v) = [u, v] pour tout 
ve P(N). 


1° Vérifier que, pour ue Z(V) et ve S(V), on a ads, = [ad,, ad,]. 


2° Montrer que, si u est un élément nilpotent de Z(V), alors ad, est un élément nilpotent de 
P(LZ(N)). 


3° Soient F et 4 deux algèbres de Lie (d’endomorphismes de V) telles que # < #. Soit # un 
supplémentaire de & dans #, et soit qg la projection sur #° parallèlement à &, i.e. l'application de F 
dans # qui associe à tout ue F l'unique ve # tel que u —- ve%. Montrer qu'il existe une et une 
seule application linéaire z : & — Z(#) telle que, pour tout ge & ettoutueF, n(g) (q(u)} = q([g, ul). 

On désigne désormais par # une algèbre de Lie (d’endomorphismes de V), telle que tout élément 
de # soit un endomorphisme nilpotent de V. On se propose de démontrer le «théorème d’Engel », 
qui affirme qu’il existe un vecteur non nul x e V tel que u(x) = 0 pour tout ue F. 


4° Soit Z une seconde algèbre de Lie d’endomorphismes de V, telle que  & 7. On reprend les 
notations introduites dans la question précédente et on pose 7° = n(#), V' = #. Montrer que 7” 
est une algèbre de Lie d’endomorphismes de V’, que dim (7") < dim (7) et que tout élément de 7’ 
est nilpotent. 


5° Soit d = dim(Z7). On suppose que, pour tout espace vectoriel W de dimension finie sur K, 
et toute algèbre de Lie Z d’endomorphismes de W, formée d'éléments nilpotents et vérifiant 
dim (Z) < d — 1, il existe un vecteur non nul xe W tel que u(x) = 0 pour tout ue Z. Par ailleurs, 
on reprend les hypothèses et notations de la question 4°. Montrer qu’il existe une algèbre de Lie g, 
d’endomorphismes de V, vérifiant les propriétés suivantes : 

ÉNæc hd à 
dim (&,) = dim(&) +1 
4, est un idéal de GZ. 
En déduire qu’il existe un idéal 7, de 7, tel que dim(&,) = d — 1. 


6° Démontrer le théorème d’Engel. 


7° Montrer que toute algèbre de Lie constituée d’endomorphismes nilpotents de l’espace vectoriel V 
est trigonalisable. 
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Solution de F. Dehame (réf. RMS n°101 de 1990-91) 


PARTIE Ï 


L' Si Z = (e,,...,e,) est une «base trigonalisante» pour Æ, alors VWweZ, e, est un vecteur 
propre pour v. 


2° Soit xe V,(A), et soit ve 7. Alors 


u(v(x)) = v(u(x)) = v(Ax) = Av(x), 
donc 
v(x) e VX). 
V,(A) est stable par 7. 


3° Montrons directement un énoncé plus général. 

Soit V un K-espace vectoriel de dimension n. Soit Æ & (V) constituée d’endomorphismes deux 
à deux permutables et tous trigonalisables. Alors les éléments de Z ont un vecteur propre commun. 

On procède par récurrence sur n = dim V. 

e Pour n = 1, c’est évident. 

e Supposons la propriété vraie pour k, 1<k<n— 1; soit V de dimensionn. Si tous les 
éléments de # sont des homothéties, c’est évident. Sinon, soit ue 7 non homothétie: uw est 
trigonalisable, donc admet une valeur propre LeK et 


1 < dim V,(X) < n — 1. 


Posons V, = V,(à). V, est stable par F : Voe#, on notera v, l’endomorphisme de V, induit 
par v. 


Soit 7, l’ensemble de ces endomorphismes v,. #, = Z(V;); les endomorphismes de 7, 
commutent et sont trigonalisables (en effet, un endomorphisme v est trigonalisable si, et seulement si, 
son polynôme caractéristique %, est scindé ; or, %,,[X, ainsi qu'il résulte de 


des (9. à) = aétta) x dit 
0 © 
donc #, scindé = y,, scindé). 

D’après l'hypothèse de récurrence, les éléments de 7, admettent un vecteur propre commun 
e,€ V,, qui est alors un vecteur propre commun à tous les éléments de 7. 

Si K = C (algébriquement clos), tous les endomorphismes sont trigonalisables, d’où la réponse à 


la question 3°. 


4° Il ne coûte pas beaucoup plus cher d’obtenir, ici aussi, un résultat plus général. 

Soit V un K-e.w. de dimension n. Soit # & S(V), constituée d’endomorphismes deux à deux 
permutables et tous trigonalisables. Alors Æ est trigonalisable. 

Procédons encore par récurrence sur n = dim V. 

e Pour n = 1, trivial. 

e Supposons la propriété vraie pour n — 1; soit V de dimension n. On sait que les éléments de 
Æ ont un vecteur propre commune,. Posons 


V'= V/Ke, dimV'=n—1. 


Ke, étant stable par 7, à tout ue #, on peut associer l’endomorphisme-quotient u’ de V', défini 
par 


u“op=œpou (p: V — V' surjection canonique). 


Notons 7’ l’ensemble des endomorphismes uw’ ainsi obtenus. 7° = Z(V'); les endomorphismes 
de %7' commutent et sont trigonalisables (en effet, dans toute base de V de la forme 
B = (e,,8,Es, ..., €), un élément u de # aura une matrice de la forme 


ae DU ave AE AA) 
kekK. 


0 


Dans la base (£,,8,,...,8,) de V', l'endomorphisme y’ a alors clairement pour matrice À ; or, 
XalXu donc M trigonalisable = A trigonalisable). 

La partie #' de ÆZ(V') est donc trigonalisable d’après l’hypothèse de récurrence; soit 
B' = (E,,...,€,) une base de V' dans laquelle tous les éléments de 7° ont une matrice triangulaire 
supérieure. Pour ue 7, on a alors 


vije[2, »], u'(&,)e Vect fe Le el 8;} 
soit 
U'(E;) = U(E,) = Ge: + dues + <:- + aje;, 
mais cela signifie qu’il existe a,;,e K tel que 


u(E;) = ae, + ae, + *: + ag;. 
Comme e, est vecteur propre de u, on en déduit que la base Z = (e,,e,,...,e,) de V est 
trigonalisante pour 7. On en déduit la réponse à la question 4°. 


5° Montrons la propriété suivante. 


Soit V un K-e.v. de dimension n. 

Soit FÆ € F(V), constituée d’endomorphismes deux à deux permutables et tous diagonalisables. 
Alors il existe une base de V dans laquelle la matrice de tout élément de 7 est diagonale. 

Encore par récurrence sur n = dim V... 

e Évident pour n = 1. 

e Supposons la propriété vraie pour kefl,n — 1]; soit V de dimension n. Les éléments de 7 
ont un vecteur propre commune,. Si tous les éléments de 7 sont des homothéties, c’est évident. 


Sinon, soit ue F non homothétie. L'espace vectoriel V est somme directe des sous-espaces propres 
de u : 
V=V,6V,o® ‘di @ V,, 


où V, est celui qui contient e,. 
Posons V' = V, ® --- @ V,. Alors 

L din Ve L'n —;:1; 1<dimV'<n—1i. 

Tout élément v de 7 induit un endomorphisme v, de V, et un endomorphisme v' de V', d’où 
des ensembles 7, € Z(V,), F' € Z(V'), tous deux constitués d’endomorphismes deux à deux 
permutables et diagonalisables (en effet, un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, il 


annule un polynôme scindé à facteurs simples, or 
VPEK[X], P(v) = 0 = (P(v,;) =0 et P(v)= 0). 

D'après l'hypothèse de récurrence, il existe donc une base Z, de V, qui diagonalise tous les 

éléments de 7, et une base 3° de V' qui diagonalise tous ceux de 4”. La base 3 = Z, LU #' de V 


diagonalise alors tous les éléments de 7 
On a ainsi la réponse à la question 5°, ainsi qu’à la question 6° (si K = R, le résultat reste 


valable). 
PARTIE II 


1° Soit 7 une algèbre de Lie de dimension 2, ue, v,e# tels que 
Los Vl = MW <0 mMEF), 

F" une algèbre de Lie de dimension 2, we F', ve F' tels que 
M,ul=w£0 meZ). 

, donc Z = (us, v;) est une base de 7. 


Il est clair que uw, et v, ne peuvent être colinéaires 
: en effet, la 


"= (ui, v,) est une base de 7”. 
Il suffit de trouver un isomorphisme @:% — 7" tel que (lus, vol) = [o(w), p(v)] 
bilinéarité et l’antisymétrie du «crochet » montrent qu’alors 
VueF, VreZ, o([u, v]) = [p(u), p(v)]. 


Or, si @ est une application linéaire de # vers 7”, on vérifie que 
[P(uo), p(n0)] = (dét p) w, 


en notant (dét @) le déterminant de la matrice de @ dans les bases Z et 3”. Il suffit donc de trouver 
un isomorphisme æ tel que p(w,) = (dét @) w;, 
clairement un isomorphisme VW: %—%" tel que wW(w) = w. L’isomorphisme 


ji  S 
p — Æ TA | répond alors à la question car 
wo 1 : : 

PO) = y v  Gavy (dét 15) wo — (dét @) w 

2° Pour k = 0, sive.f, v(x;) — l(v).x, = 0 car x;,e W. Pour k donné, supposons que 
Vues, v(x)—l(v).x,eVect {xo,...,xr-1} = Us; 

Soit alors ve.#. 
VOXx+1) — L).Xxs1 = V(U(Xx)) — I(0).u(xx) 

u(o(xs) — 1().xx) — Lu, 2] Gui). 


QE Xx-1} 


Or, 
v(xx) — [(v).x, € U,-, = Vect {x;, 


par hypothèse, donc GC) — Î(v).x,) e U,. 
F etveSf donc [u,vle.f et, toujours par l’hypothèse de récurrence, 
YEUs-: 


D'autre part, ue # 
Lu, v](x) = I(lu, v])-x, + y, avec 


donc [u, v](x,) € U, et, finalement, 
D (Xx+ 1) 7 IC) .Xx+ e Us. 


3° U est évidemment stable par u. Si ve.f, la relation v(x;) = l(v).x, + y, avec ye U,_;, montre 
que VkeN, U, est stable par v, donc U = y) Uzest stable par v. U est donc stable par .# LU {u}. 
keN 


4° Les s.e.v. (U;sen de V forment une suite croissante et stationnaire: si U,., = U,, (ce qui se 
produit nécessairement car V est de dimension finie), alors VpeN, U,:, = U, et U — U,,. On a 
alors dim U = m + 1 (si m est le plus petit entier pour lequel cette égalité se produit), et une base 
de U est 3 = (xs, X1, ..., Xm). 

Soit © l’'endormophisme de U induit par [u, v]; soit Q la matrice de © dans la base Z. 

La relation [u, v)(x,) = I([u, v]).x, + y, avec yeU,-,, montre que les éléments diagonaux de Q 
sont tous égaux à /([u, v]), donc 


Tr(@) = (m + 1) X I([u, o]) = (dim U) x I([u, v]). 


On peut remarquer par ailleurs que Q est triangulaire supérieure, ce qui prouve que @ est un 
endomorphisme primaire avec pour seule valeur propre [([u, v]), de multiplicité m + 1. Remarquons 
que ceci est encore vrai si © est l’endomorphisme de U induit par n’importe quel élément v def. 


5° U étant stable par u et par u(Vue.f), on peut écrire 


© = [u, v]|u = [lu vu]. 


Comme Tr(ulyovlu) = Trluouly), on en déduit que Tr(®) = 0 donc [([u, v]) = 0;@ = [u, ol 
est donc un endomorphisme nilpotent (si W Z {0}). 
On a alors, pour tout ve#, 


v(u(x)) — I(v).u(x) 


u(x;) — l(v).x, 

= u(u(x) — I(v).x) — [u, v](x) 
— ([u, v]).x 

0 


Il 


et cela prouve que u(x)e W. 
ueF et xe W\{0} étant choisis quelconques au début de la question 2°, on a montré que W est 
stable par F. 


6° Soit 7 une algèbre de Lie de dimension m < 2. 


e Pour m = 0, c’est évident. 

e Pour m=1, {0} =F#,c#, = Æ convient. 

e Pour m = 2: 

— si V(u,v)eF?, [u,v] = 0, on prend 0} = F,ceF;=#; 

— si 3(u, vi) € F° tels que [w, vo] = Wo Æ 0, alors on a vu à la question 1° que Z = (u,, v.) est 
une base de , et la bilinéarité et l’antisymétrie du crochet montrent que V(u, v)e #°, [u v]e Cw. 


On prend donc {0} = F,cF; = CwmcecF,=#. 


7° Dans la définition de «algèbre de Lie résoluble», on peut supposer la suite (7, = {0}, 
F,..., F 5-1 F7 = F) strictement croissante. 

On a alors dimZ,_, < d — 1. 

Soit .S un s.e.v. de #, de dimension d — 1, contenant #,_,. Alors .S contient tous les [u, v], pour 
ueF,veÆ donc en particulier pour ue#, ve.S: c’est donc un idéal de F ; et en particulier 
pour uef, ve.f : c’est une algèbre de Lie. Elle est résoluble car la suite (7, = {0}, 7, ...,7,-;, #) 
satisfait à l’axiome de définition. 


8 On peut procéder par récurrence sur d = dim 7. 


e Pour d — 0 ou d = 1, c’est évident (car K = C). 
e Supposons la propriété vraie pour d — 1. 


Soit 7 une algèbre de Lie résoluble de dimension d. On peut trouver un idéal .# de 7, de 
dimension d — 1, qui est encore une algèbre de Lie résoluble. Les éléments de . ont alors un vecteur 
propre commun e.. 

On définit alors L:.# — € par Vue S, v(e,) = [(v).e,. La linéarité de ! est immédiate. 


Soit alors W le s.e.v de V défini plus haut par l'énoncé 
W={xeViVuef,ov(x) = I(v).x}. 
e,e W, donc W Æ {0}. 


W est stable par 7 d’après la question 5°. Si ue, on notera u’ l’endomorphisme de W induit 
par u; Soit 7° € Z(W) l’ensemble des endomorphismes w’. Montrons que les éléments de 7” 
commutent. 

Il faut montrer que 


VueF,VveF, VxeW, [u, v](x) = 0. 
Or, on sait que [u,vle.S, donc 
[u, v](x) = I([u, v]).x. 


Comme dim 7 = 1 + dim.f, on peut écrire Æ = # @ Co. 
Siue% etveZ, on a donc 


u = u, + ao se u,EF, ae C 
v = v, + Bo nEeS,BeC 
d’où 
[u, v] = [u, + aw, v, + Bo] 
= [u, 0] + [— ov, + Bu,, @]. 
On a donc 


(lu, v]) = 1(fu, 2,]) + 1 av, + Bu, ©) = 0 


car on a vu à la question 5° que I[([a, b]) = 0 siaeZ et be.f. On a donc [u, v](x) = 0. 
D'après la question I.3°, les éléments de 7’ ont un vecteur propre commun e,, qui est alors un 
vecteur propre commun à tous les éléments de 7. 


9° On procède par récurrence sur n = dim V. 


e Pour n = 1, c’est évident. 

e Supposons que, pour tout € _ e.v.V' de dimension n — 1, pour toute algèbre de Lie résoluble 
%" d’endomorphismes de V', 7” soit trigonalisable. 

Soit alors V de dimension n, et # © SZ (V) une algèbre de Lie résoluble. On sait que les éléments 
de # ont un vecteur propre commun e,. Soit V' = V/Ce,, dimV'=n— 1. 

Notons Z,(V) la sous-algèbre de Z(V) formée des endomorphismes de V dont e, est un vecteur 
propre. Alors 


D: PV) — Z(V) 
u > 
(où u' est l’endomorphisme-quotient) est clairement un morphisme d’algèbres. 
On en déduit que 7° = D(F) est une algèbre de Lie d’endomorphismes de V’. 
(Pour ue ,(V),ve ?,(v), on a [D(u), D(v)] = D([u, v]).) 
#" est résoluble car si {0 = F,eF,c...cF,=%F est une suite de s.e.v. comme dans la 
définition, il est clair qu'en posant 7, = D(7,) (0 < k < p), on a 
Oh= Fire Pie... CRC = et VeEeF, 
veFy 


4 l= VIe F3. 
L’algèbre de Lie 7” est donc trigonalisable, d’après l’hypothèse de récurrence. On conclut de la 
même façon qu’à la question I.4°. 


10° Soit 7 € F(V) une algèbre de Lie trigonalisable. Soit Z = (e,, ...,e,) une base de V dans 
laquelle chaque élément de 7 a une matrice triangulaire supérieure. On remarque que, si # et Ÿ 
sont deux matrices triangulaires supérieures, alors [%, #1] = #Y — Y°% en est aussi une avec des 
zéros sur la diagonale (donc nilpotente). 

On a alors 


DO=F, ef, c...cF,-=F 


si on appelle F,_, l’ensemble des éléments nilpotents de Z (i.e. ceux dont la matrice dans Z a des 
zéros sur la diagonale) et, plus généralement, #,_,(1 < k < n) l’ensemble des éléments de # dont 


la matrice dans Z présente des zéros sur la diagonale et sur (k — 1) parallèles situées au-dessus de 
cette diagonale. 


k—1 
0 [1 HE ee < 
x 
ex 1 
0 
0 
0 


Matrice dans À d'un élément de F,., 
Les F,(0 < j < n sont alors des s.e.v. de 7 et il est facile de vérifier que 


HAE eF, 

L’algèbre de Lie 7 est donc résoluble. 

11° Soit 7 un sous-ensemble de Z(V) tel que 
VueF,NveF, uov=vou. 


Notons # le s.e.v. de Z(V) engendré par #. On vérifie que les éléments de # — combinaisons 
linéaires d’éléments de 3 — commutent. Ê 
# est donc — de façon triviale — une algèbre de Lie résoluble (avec {0} = Fe F, = F). 


D’après le théorème de Lie, # est trigonalisable. 7 € # l’est donc a fortiori. 


Partie III 


1° Soit we Z(V). 
adyuu(W) = [u, v], w] = vw — vuw — wuv + wvu 
lad,, ad,](w) = ad, ([v, w]) — ad, ([u, w]) 
= [u,[v, w]] — [v,[u, w]] 


donne le même résultat. 
On a donc 


Lu, [v, w]] + [v,[w, u]] + [w.[u, v]] = 0 (relation de Jacobi). 
2° Soit ue Z(V) nilpotent. On a u* = 0 (ke NY). Partant de ve Z(V), on a 
ad,(v) = [u, v] = uv — vu 
(ad, )*(v) = [u,[u, v]] = uv — 2uvu + vu? 
(ad,)*(v) = [u,[u,[u, v]]] = uv — 3u?vu + 3uvu? — vui. 
On montre facilement, par récurrence, que 
(ad, )"(v) = 5 (— 1} Cu" uw. 
j=0 
Donc, pour m = 2k — 1, on constate que (ad, )**" '(v) est une somme de termes, chacun comportant 
au moins k facteur u consécutifs, donc (ad,)#*71 = 0. 
3° Si une telle application x existe, on a nécessairement 
(x) Vge4,Vue#, n(g)(u) = q([g, u]), 
d’où l’unicité. 
Inversement, on peut définir une application x(g) :.# — # par la relation (+), application dont 


la linéarité résulte de la linéarité de q et de la bilinéarité du crochet. 
L'application Z — (#7), gr n(g), est linéaire pour les mêmes raisons. 


Enfin, siue#F,ona 
u = p(u) + q(u) avec p(u) = u — q(u)e & 
n(g)(q(u)) = q([g, q(u)]) 


= q([g, ul) — q([g, p(u)l) 
= q([g, ul) 


et 


car ge et p(u)e & donc [g, p(u)]e &. 
On en déduit l’existence de nr. 


4 Modifions légèrement les notations de l’énoncé. 
Pour ue F, on notera Ad, l'élément de (7) défini par Ad,(v) = [u, v] pour tout ve F. 
Il est clair que l’on a encore 


VueF,VreZ, Adun = [Ad,, Ad,]. 


Avec ces notations, la relation (+) montre que Vge #, n(g) = go Ad, oi, avec i: # — F injection 
canonique. 
D'autre part, Vue #, n(g)(q(u)) — q([g, ul), ce qui peut s’écrire 


a(g) og = go Ad,. 
P 
| gqg est un diagramme commutatif 
# 


e F' — n(Ÿ) est évidemment un s.e.v. de Z(#) = P(V). Soit we F7”, w'EeF'; alors 


© = T(£) ge 


avec 
®' = t(£') g'eg 
Lo, ©] = [x(g), x(g)] 
= r(g)ogoAd,oi— n(g)ogoAd,oi 
g © Ad, o Ad,.oi — go Ad,.o Ad,oi 
= go[Ad,, Ad,]oi (linéarité de q) 


et 


= q0 Adesjoi 
= r(g,gDeZ car [ggleZ. 
#' est donc une algèbre de Lie d’endomorphismes de V'. 


e dim(7") = dim (x(&)) < dim(&) < dim(Z) si # & GZ. 
e On vérifie que, Vge Z, VkeN, 


x(g)* = go(Ad,)*oi 
(on utilise encore n(g) © qg = go Ad,). 


Or, Vge 4, g est nilpotent, donc Ad, est nilpotent d’après la question 2°, donc z(g) est nilpotent. 


5 Avec W = V'#, 3 = F' = n(&) est une algèbre de Lie d’endomorphismes de W formée 
d’éléments nilpotents et on a dim 7’ < d — 1. Donc Au,e #(u, # 0) tel que Voe 7”, @(w) = 0. 
Cela signifie que 


Vge%, n(g)(u) = 0 ou Vg e &, q([g, )) = 0 ou VgeS%, [geule SG. 
Posons alors %, = 4 @ Ku,. On a alors 
GAS EN, dim (Z,) = dim (&) + 1. 
De plus, sit me. ve Z,, alors 


u =u + u'e #, Àiek 


vu = 0 + Lu, v'e G, ueK 


et 
[u, v] — [u', v'] + [tu . Av", ul € g Les g:, 
donc %,; est une algèbre de Lie d’endomorphismes de V. &, n’est certainement pas un idéal de Z 
mais % est, de façon évidente, un idéal de Z.. 
Soit alors 7 une algèbre de Lie d’endomorphismes nilpotents de V, de dimension d. Partant de 
%, = {0}, on construit, de proche en proche, une suite strictement croissante d'algèbres de Lie 


0P= ee er er ee 


telles que Vke[0, d], dim (&,) = k et Vke[O, d — 1], %, est un idéal de &,,.. 
Il suffit alors de poser 7, = &,_, pour obtenir un idéal de 3 de dimension d — 1. 
Remarquons que le détail de la démonstration ci-dessus prouve que 
ue G, et ve,=u,vleS,.. 
# est donc une algèbre de Lie résoluble (« modulo » l'hypothèse formulée dans cette question). 


6° Démontrons le théorème d’Engel par récurrence sur d = dim(Z). 

e Pour d =0 ou d = 1, c’est évident (pour d = 1, on a # = Ku,, avec u, nilpotent, donc 
Ker u, # {0}). 

e Supposons le théorème vrai pour tout ke [0, d — 1]. Soit ZÆ de dimension d (endomorphismes 
milpotents de V). D’après la question 5°, il existe un idéal 7, de Æ, de dimension d — 1. 

#; est alors aussi une algèbre de Lie d’endomorphismes nilpotents de V, de dimension d — 1, 
donc 


dxe V tel que VMueÆ;, u(x) = 0. 
(x: 0) 
Soit alors W={xeViVueZ,,u(x) = 0} (WÆ4{0}) dim (7) = dim(Z,) +1, donc 
F=F; ® Ku. 
Montrons que W est stable par w. Soit xe W et ue ,, alors 
u(u(x)) = u(u(x)) + [u, u,](x). 
Or, 
xe W — u(x) = 0 et [u, ue 7, (idéal), donc [u, u,](x) = 0. 
‘On a donc 
u(u,(x)) = 0 et uo(x) € W. 
Soit donc x un élément non nul de W; w, étant nilpotent, 
3keN tel que ui(x) £ 0 et uÿ* (x) = 0. 
Soit alors y = uÿ(x): y Æ 0; ye W, donc Vue F,, u(y) = 0; u(y) = 0, donc 
Vue, u(y) = 0. 
Le théorème d’Engel est démontré. 
7° Montrons, par récurrence sur n, que toute algèbre de Lie constituée d’endomorphismes 
nilpotents d’un K — e.v. V de dimension n est trigonalisable. 


e C’est évident pour n = 1. 


e Si c'est vrai pour kefl,n—1], soit alors 7 dans Z(V) avec dim (V) = n. Posons 
W= (\ Keru. | 


ueF 
D'après le théorème d’Engel, W ZÆ {0}. W est évidemment stable par 7. 
5 V ; ; À L 
Si on pose V' = w° on a 1 < dim(V') <n— let, àtoutue.F, on peut associer l’'endomorphisme- 


quotient we S(V'). L'ensemble 7’ de ces endomorphismes y’ est alors une algèbre de Lie de Z(N'), 
pour des raisons analogues à celles invoquées dans la question IL.9°. Les éléments de 7” _sont alors 


nilpotents, donc 7' est trigonalisable. Si (e,, ..., @) est une base de W, et si (e,:,, ...,e,) est une 
base de V' trigonalisant F’, alors (e,, ..., Ep Ep+1s ++. En) St Clairement une base de V trigonalisant 
F. 


